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Bacua Juamandues. HEKOTOPBIE MOIEJIM TEMIIEPATYPHI BRICTYIIOB IIPU
TPEHUU : : z

" B nacroameii pabore oBobmaeTca MoleNb TEMREPATYPH BHICTYNOB, AaHHad YJuwu-
nadse, Nuncbypze [2]. B pabore [2] paccMoTpeHa npo6yieMa 0 TemnepaType NpH ABYX T'M-
notesax: 1) pasMeprr Tes, NEPHEHAUKYADHEle MOBEPXHOCTH TpeHua, Gecxoneuwwe; 2)
Tennopoil NOTOK TPEHUSA MOCTOAHHLIA, B manHol cTaThe ®TM ABe rMNoTe3n obobmarorca
1 Tennopo¥ HOTOK PaCCMOTPEH KaK nuHelHaA QYHKIUMA BPEMEHH. MpencTapnena emeé oT-
ZenbHaA MOJENs, B KOTOPOH AenaeTca TennoBol 6GajNaHC OQHOrO BHICTYNA M NOJIYyJaeTCA
COOTBETCTBYJOU(AA 'remnepa'rypa. [lonyuennsie pesynbTaTH MOTYT naﬁ’m npumenenne B
MAlIMHOCTPOCHHH.

Va.ssd Dmmandtw ON SOME MODELS OF TEMPERATURE OF ASPERITIES AT FRIC-.
TION )
o ‘ !

In this paper we generahze the model of temperature of aspentles given by Ch:chmadze,
Ginzburg [2]. In the paper [2] the problem of temperature is considered at the assumption of two
hypotheses: 1) The dimensions of the bodies which are perpendicular to the friction surface are
infinite; 2) The termal flux of the friction is constant. In the present paper both restrictions are
generahzed and the termal flux is taken to be a linear function of time. A model of a single asperity
for which the termal balance is given and its temperature is directly determined is developed.

" Il est notoire que les surfaces des corps flottants Sont rugueses avec un nombre
des aspérités. La température des surfaces flottantes peut se mesurer avec un
instrument convenable. Mais pour les aspérités cette méthode expérimentale n’est
pas possible a cause de leurs dimensions microscopiques [1]. Voila pourquoi le calcul
théorique de la température des aspérités a une grande signification pratique. Un
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grand nombre d’auteurs comme Tchitchinadze, Ginzbourg [2], Block, Jaeger [10},.
Holm etc. consideérent ce probléme et obtiennent des formules respectives pour la
temperature ' ‘
Dans l'ouvrage [2] on détermine la température des aspérités par deux hy-
. pothéses : 1) les dimensions des corps perpendiculairement du plan du frottement
sont infinies; 2) le flux thermique du frottement est constant. Dans notre article
on considére le probléme quand les dimensions des corps sont finies et d’autre part
quand le flux thermique est variable, en particulier il est une fonction linéaire du
temps. Des formules dans notre a,rtlcle obtiennent en particulier les résultats de
" Pouvrage [2]. Le modéle considéré ne prend pas en considération la pluralité des
aspérités [11] et la question de 'usure. :

1. TEMPERATURE D’ASPERITES PAR DIMENSIONS
FINIES DES CORPS ET FLUX THERMIQUE CONSTANT

On prend le schéma de I'ouvrage [2]. On considére le prolongement de I’aspérité
comme une perche avec une longueur [, (non infinie). L’ aspente se frotte sur la
surface de ’autre corps qui a une longueur l. On accepte que la diffusion de la
chaleur est seulement verticalement de la surface du frottement. Par ces conditions
le probléme thermique se pose ainsi: il faut résoudre les équations de Fourier

, 00 _ %01 00, 80
T = )
aux conditions suivantes: ' '
08 |
(5,0 =0, »\1——1-(0 0=—a, fu(h, ) =0,
- | 0
. 92(z, 0) =0, Ag—-?-(e t)-qz, 8, (— 12, £) =0

ol 8;(z, t), f2(z, t) sont les champs thermlques en deux corps, )\1, Az — les coeffi-
cients de la conductivité thermique, g, g2 — les flux thermiques qui's obmennent‘,
de la puissance-du frottement ¢ par une unité de sa surface.

Par une maniére connue {9] on obtient les formules suivantes pour la tem—
perature '

- . 81 o COS~W3(2m+1) ""‘201(2m+1)2 t-
Ol : 21 T '
S e
. mz=0 ‘ ’ .
,( ) | il xz(2m+ 1) ag(?m-f—l)? e ; 4
, “““""““” ' > ‘
f4(z, 1!)_)\2 lg+z 22 2m+1)2 e’ ' 4; : , z250

* Maintenant nous trouverons une formule apprommatlve pour les séries en (4).
Il est evxdent que Ia sene ’

| = e"’“(zﬂ?“)é |
IR of e S
m=0 : .

44



-~

est convergente umformement et par consequent on peut d;fferenmer leur somme
par rapport ak,c-a-d. ona :

0 e—k(2m+1)?

5) L F®= 2:@m+h2, y

® S PW= Elf“”“f

m=0

On exprime la somme E e‘k(zm“) apprommatwement par une intégrale définie,
m=0 :
c.-a.-d. on obtient

7 o . , 2 1 T 1
—k(2m+1) A ea e — 2
OR | | Ze \4\/; 7

Des relatlons (6) et (7) on trcuve
(8) F(lc)_Cmmv + k

ol C est une constante indéfinie. Mais selon (5) on obtient [3]

)
F(O):G:%.’

Par cette. maniere on trouve la formule appromma,mve
ot —4'::(210144)2

i 1
) o E;EEQHF““K"EV“+§k

On applique (9) pour les équations (4) et on trouve les formules approximatives

02y fut _at]

60, 0= 1 |2/~ T

(10) | o ) | :
' | 0,0, 8) = L2 |2, /22 _ 22t
‘ Y2 r ,V'—' AZ .7‘_ 12,

Selon le schéma de 'ouvrage [2] on préend la température pour un petit intervalle

du temps. Pour ’aspérité on prend 0 < t £ =~ ot L, est la route du frottement
| , o !

de ’aspérité jusqu’a leur existence et v — la vitesse du glissement. Pour la surface
A. . : dr ‘ . . . ‘ el
immobile on prend 0 £ ¢t £ —-ou d, est la dimension moyenne de ’aspérité. Pour
. [

la température maximp,le on obtient de (10) | :

 |aiL, a L,
\ : 61 max = g}” 2 - - 3
. ‘ S ¥ Y v
. ) : HzmaxA :iz_ 9 agdr ‘»_‘ azdr . ‘
AR PN v by :
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Les flux thermiques; se déterminent des relations
(12) - : g1=(1-a)g, g¢2=ag

ol & est une constante. Pmsque il n’y a, pas un saut aux tempera,tures c.-a.-d.

Az, {2 a]L-p . alLr}

U lyv

A {2 fasdy _ agd,-} —!-‘Ag [2 arLr alLr] .

Y RPY 7Y liv

(13) . a=

 On remplace (12), (13) en '(‘11) et on trouve pour la te;mpératui*gz maximale
q [2 ay Lr . a1 Lr] [2 agd,—' . G:er]
: T hv Ty Iy

Al [2 agdf Q;er] + Ag [2 alLr _ alL?} .

(14) : | gmax' -
#

U s Y liv

Quand les dimensions des corps sont 1nﬁn1es c.-a.-d. I} =y = 0o, on obtient
“de (14) la formule de Tchzichmadze Ginzbourg {2]

(15) o . p _ - 2¢v/aiazL.d, « B
‘ o T Vo[ \/agd,+Ag\/a1L,.|' < | .

On détermine la puissance du frottement par une umte de la surface ¢ qui
se forme sur une aspérité. La grandeur ¢ s’obtient comme une transformation
de I'énergie mécanique du frottement en une énergie thermique par 1’équivalent
respect;if de la chaleur. Ayant en vue cette conception on trouve

' JfANw
W_- :
on J est lequlvalent thermlque de l’energle mecamquef f—le coefﬁcxent du frot-
" temrent, AN — la charge sur une a,spente, d? est la surface d’une aspente que nous

acceptons pour un carré. :
On suppose que la charge totale N se distribue umformement a toutes les

' aspemtes c-.-d.

(16) - | S (q‘z

3\

17 ' ~ AN = —,

(17) w2,
* oli n est le nombre des aspérités sur la surface totale. On note que la relation (17)
est approximative. Evidemment la surface réelle du contact A, se donne par la

formule

ag 4, = nd?.
Selon (16) e (18) on obtient deﬁmtivement -
5 JfNv cal |
(19) | I A, som?

46



- On prend un exemple numérique. On a les données suivantes:

10~% cal ' : cm
- = 0. — ke, . v=2 —
127 kg om’ f=01 | AN 500 g, v: 2500 -
. ‘ 2
A1 = Az = 1.08 x 10°° -—~—~c-i¥-—— a, = ag =0. 1259}}-— {pour amer)
~cm s grad’ . 8
( Ilzig-..l(}(]cm L_22x10' '_d,.=2.2x10‘
De la formule (19) on trouve ‘ '
~ | 92.927 cal
(20) . - ‘ q=. A, m

On‘remplace (20) en (14) pour les données et on obtient IR

(207) N Ormax = %rg

La relation (20) montre que la température d’une aspérité depend de la surface
réelle du contact, c.-a.-d. de la surface nominale. :

Quand A, = 2.10~2? cm? de (20') on trouve Qmax = 345°. «

Ce résultat est proche de la température d’une brilure de ’aspérité, c.-a.-d. -
les données pour L, et d, sont choisies d’une maniére convenable pour cet exemple

2. TEMPERATURE D’ASPERITES PAR DIMENSIONS FINIES DES CORPS
ET PAR FLUX THERMIQUE VARIABLE

Par le freinage le flux thermlque peut (fevenlr une fonction du temps quand
la charge totale N est varidble. En particulier on a.ccept:e que N est une fonction
linéaire du ‘temps et selon la. formule (19) g est la méme fonctlon du temps, c-a.-d.
ona

@ eintens

ouona

. ¢=q+q"t,
ou ¢’ et ¢" selon (21) sont “ B

q, _ Jf‘t)Ng QH Jf’UN1 ‘
Ar ’ ‘ ) AT' ' '
‘Maintenant le probléeme thermlque des corps frottants se pose ainsi: determmer

les champs thermiques par rapport les équations (1) aux conditions suivantes:

00
91(2:, 0) =0, Al“'i((} t) “(1 - a)(q + q”t)t 81(11? t) =0,

(23) o 2
92(:: 0)=0, X520, 1) =o' +¢"), 92( by t) =

(22)

f

-

Ici on accepte que la temperature de I’ env1ronnement est zéro.
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On applique la méthode de Heaviside sur ce probléme mathématique. Nous
considérons seulement les formules 'poar la température 01(z, t); pour fa(z, t) ils
sont analogiques. De (1) on obtlent

(é4j o 91;,(;: 5) = B s)e \/;.,, Bz(s)e\/; "‘

ol
(25) C Bip(z, 8) = / e=*0, (2, t)dt.
: /

- On applique Ia derniére condition en (23) & (24) et on trouve

: (26) A - Bi(s)e \/‘:I1 q;_Jpggz(s)e\/:I1

De (24) et (26) on obtient

= (21 -z)
@) " 8y(z, ) = L™ | Bu(s) Val —e V“ ’

“ou L test) operateur inverse de Laplace De (27) et la deu)neme condition de (23)
on trouve \

‘ 8
‘ S iy - 21 e 17
-1 /s Vo (1 )¢ +q"t)
(28) | L B (s) o ‘1+eu e M

On prend Popérateur de Laplace 5(28) et on obtient -

- . N -y

(1-o)yar | ' g

'Al ’ . : s\ . ‘ s

(29) Bi(s) =

De (‘26) et (29) on trouve

‘ A. - 4 . ai - EH i a3
(30) By(s) = — L= oW 7° 7c

‘ ’\l 8. 8 '
. --2311/— -—-211“f—
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On remplace (29) et (30) en (24) et on obtlent

-“2 (2f1~3)
{11 — g a3

GlL(zQ 8) - ( ;;)\/— {t

e 321146 a
(31) R |
4 8 5 '
) o o -z - _(231—3)
: g e VI —e VH
+— ' \ }
o ‘ —2{1 "f‘ '

52 | 1+e 41

On prend I’opérateur inverse de Laplace a (31) et on trouve

‘ . f , h'
N \/Tz" \/?(z: o
. N -] — (21, -
1 ~ a;  _ a1
oz 1) = & ;)\/a.[qm_ue % e \
L | oy [
§3/2 1+e ai
' ‘ \ | - y
(32) - R ’.
8 5 : .
g | — e (2=
| 7 1 e alz—‘e Val(l‘z) }
+q"L7" <
—-20 —s- ‘ r
'551'2 1+e a1
. ' \ J

On applique le théoréme du retournement [5] a (32), c-a.-d. on a

3 5 .
[ —2z =4/ —(21~2) ytiw ., (211—3)
e v @1 _, ay v a1 \f ay
. o/ o s : - 27['2
‘ -2y 4 )~ ; R : “23;
82|14+ ¥V ® | e 32 1+e - a

.
. b

@)
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| / s / s | f /
-4z -4 —(2l1-2) } 'y+zw 2. (231-—3)
(34) L7t|< Il - - i
‘ o 2, /"“
‘ o2l i m -f-—:w -20
s3/2 11 +e a3 v ,"""é '35/2 14e | a1

ol 7 et w sont des nombres réels et positifs. Pour le calcul de P’intégrales en (33),
- (34) on fait une intégration dans un domaine complexe sur un contour représentant
le droit z = 7 et la circonférence {c) avec un centre O(0, 0) et un rayon R — oo
[5). On applique le théoréme des résidus [6] sur le contour donné.

Les poles des fonctions en (33), (34) sont.

7!'231

(35) 5=0, sm=- @ +1)2 (m—012 2.

Pour les résidus de ces fonctions on a respectivement

811 cos —(Qm +1) _ “1(2?”“ + 1)2 .

{2
7:‘2\/—(2m+ Iy ©

| Res(sm) =

| (36) Res(0) = Il\/;_: )

pour la fonction en (33),

Res({}) L (--513.-4;-1-1122-.333),

- AN 6
7
(37 o 321 cos Z@Em+1) _ ?a1 (2m +1)? .
 Res(sm) = 2h e 4z .
LS Em 3/2(2m+ 1)

pour la fonction en (34).
- Pour les iritégrales dans le domaine complexe on obtient

y4iw \/ -—z V‘ (211""’)
aj ar
21:'3
y Lt . "221
o w02 33/2 l+e a1 .

w cos Z2(2m+1) _Tu@m+1)?
2(1 . 4&

ds

(38)

y L ‘
a; |7 . nd L= (2m+1)?
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et respectivement

-—z . 2‘1—'2
')«+3w “‘ a1 ‘\/ a1 ( }
2m
Yo -2l
W ——0 35/!2 1 + e a.1

(39)
1‘ , 1k ) 1 3213 0o cos ki 2m+1) _7 “‘1(2":’*' 1)2
= ""3"7"2" *4?4— lhz *'"*-23+ Z 2L 7€ 45
a 3 2 . 6 ﬂ' m—0 (2m+ 1)

~ Selon (32)- (34) (38) et (39) on trouve définitivement

00 cos—-(?m—{—l) “31(2m+1)2 }

l—af,

. . 811 o 412
A vl L Lt it Wy o

€

. - m=0
(40)
i m2a1(2m + 1)2
412

IR RPN R Nt ‘2”’””
a; 131207 76T T ot o (2m+1)4

€

.La température de la surface frottante s’obtient par 2 = 0 dans lequatlon (40),
c-a.-d. on a

2ai(2m + 1)2 .

0.0, )= Lzl 0y 8 P
| 1w A1 w2 bt (2m+1)2
41 )
(41) : _11'20,1(2m+1)2t
), _985~e M
3ay mt b= (2m+1)*

“Analogiquement pour la température de la surface immobile on a

! ‘ ( . m?a(2m + 1)
alg 8 = ¢ 40
8:(0, t) = K1-—=.
2( ) N ¢ 'W%n;) (2m+1)2

(492 , , , ) ‘
( ) N ‘ o _ W2'a2(2m + 1)2 .
B, e
T 3ay 74 ﬁ:o (2m+1)*
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On considére la somme

T, e—k(2mt1)?

(43) | R OE - Tt

qui est convergente umformement On dlfferenme la fonction @3) par rapport a k
et on trouve ~ \ ,

, —k(2m+l)g
7 (k) =
On utilise la formule apprommatwe (9) et on obtient de (44)
- (45) o ¥(k)=-7 + \/ k— ——k
On integre (45) et on trouve
ok 7’ 1 —ap_ 1,
(46) : - ®(k)=C- -é—k+-3-\/7?.k —-4-1: .
Evidemment. [3]
o s0)=C="
2O =C=g |
De cette maniére nous obtenons une nouvelle formule approximative
o oo —k(2m+1)2 it 2 ﬁ 3' | '
, : - VP32 22
(47) E @m+DF 96 g -k

Selon 1es formules (9) et (47) nous obtenons de (41) la formule suivante:

, 1-a ait  apt 4,/ay lagt
4 8',*&: rlo 2 N it - Y= 33/2 b 4 I
(49) ?“” Y '[q{\/w 11} o {ue-g 2 211}]

~ Analogiquement on a

. | o N 1
Selon le schéma de 'ouvrage [2] on prend ¢ = -—5— pour la température 81(0, t)

4\/55t3/2+,1_3£ |
3T 271,

ett = ;’1 pour 6,(0, t). Ainsi on obtient pour les températures maximales:

(50 R S
B mae = 22 g, [0ke_orlel _puJhle AVE (-[11 Y La (LY | :
. A e Y Lv ) 1 v 3\/;? v 2y v ) '
é2max"—"“§" e asd, axd, " Ld, 4@ éﬁ :3,/2+13,2,. d, 2 |
, Az | v v v 3/m \v 27, \ v
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Puisqu’il n’y a pas un saut aux temperatures, c. -a.- d 01 max = 3gmax pour la
grandeur « on trouve -

S AQA Y
6y N = XNBA A

ou les grandeurs A et B sont

A=q'd ayL, aiL, q" IILV 4./a; _131‘32_%12_ ,.I.‘..... 2 ’
. v L v - 3ym \v 24
(52) S ‘

pog o[kt | b W (4 " e (4))
, . av v 1l v 3T \v) 2, \v/) |
On remplace (51) en (49) et 'onitrbuve pour la température maximale de I’aspérité
L = AB .
(53) . N . Omax = M

Quand le flux thermique est constant, c.-a.-d. ¢’ = 0 ¢ = g, la formule (53)
coincide avec (14) selon (52). |
On prend un exemple numenque pa.r les données smvantes

10" ~ cal ‘ ' . 4
=y = - =1 Ny = ‘
T 427 27 kg cm’ f 01, 2500 , No=1000kg, N;=200 kg,
| 1
d, = 2.2x 107° cm, Lmzzxm?cm A=A =1.08x 107 ———,
| cms g’

L=l 100 em, a=ay= 0;1253’85‘—.
Des formules (22) on trouve | |
., 532 cal w_ 1 06 cal

‘ (54) o : 1 : A, s cm?’ Ar scm?’
- On remplace (54) en (52) et (53) et on trouve -
. - 7.48
(55) | - Omax =

On voit que la température depend de la surface réelle du contact, c.-a.-d. de
la surface nommale Quand 4, = 2.10~2 cm on obtlent de (55) B

3. CALCUL DE“TEMPERATURE D’ASPERITES PAR AUTRE METHODE

Ici nous exposerons une a,utre methade pour le calcul de la temperature de
Iaspente Par cette méthode on étudie la balance de la chaleur d’une aspérité
au cours du frottement pour un petit intervalle du temps [7]. Ici on prend la
microgéométrie des aspérités qui rend compte des mollesses [8]. -
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On prend I equa,txon de Fourier pour une aspérité qu *on peut conmderer comme
- une petite perche, c.-a.-d.

- 09, 8%,
(56) 7 . . -5- - ax 8;32 .

Selon la méthode de Healede de (56) on trouve [4

(67) - | 91(3 ty=L"" Bl(s)e \/;z +32(s)6\/;z

+

ot z change a l'intervalle

-~ (58) A 0 £z < Hp.

Ici Hy est la hauteur de la couche rugueuse. Les aspérités sont les segments
sphériques avec les rayons ry et r; de la base supérieure, respectiverhent inférieure..

Selon la loi de Fourier la quantlte de la chaleur qui entre en l’aspente par le
frottement se donne par V'expression

(59) B df = -«—)\lfrrza 1(0 t)dt.

D’autre part la méme quantlte se calcule directement dela puissance du frot;-
tement, c.-a.-d. -

| . y ‘
(60) < dQ= I Nyt
ol Ny est la charge sur une aspérité. Pour Ni ona [8]
. . E\/—‘63/2 ) 3
| /2
(61) N = o = 0.518EVRS

Ici E est le module de ‘Ung, R — le rayon du courbement-d’une aspérité et § — la
déformation A Hertz. :
De formules (59) et (60) on trouve la relation

' - J fN 1 'v\/—
62 | L B, —-B :
I R R e
‘La quantité d@ qui entre en l’aspérite se distribue ainsi: une part dQ’ quitte
par la base inférieure, une autre part dQ)"” s’absorbe de la masse de I’aspérité et une
troisiéme part dQ"’ s’emet en l’envuonnement c-a.-d. ona la relation

(63) o dQ dQ' + dQ” + dQ"’
Selon la deﬁmtlon des quantités dQ’, dQ"”, dQ"‘ on a les relations sulvantes '
. 0 .
(64) ° o ‘dQ" = mvr,\lrla 1(Hg, t)ydt, o
(65) = anv e,
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(66) dQ" = S8, (z, t)dt

ot V et S sont respectivement le volume et la surface environnante de l’asperlte

ces grandeurs se donnent par les expressions

. | '_?I'T‘lHo3"'k- .
(68) - 8= 2mRHo = 2er

2—-k

7

. Hy . s .
. ol k = — est le nombre qui caractérise la fa<;on des surfaces frottantes.

- R .
Selon (57) pour la grandeur %(H{}, t) on a l’a; relation
a6,

(69) . """(He, )= "‘—"‘—L [\/-(Bl Bz)] + E9'171[3(31 + B3))

Va1

qm s’obtient quand on prend en conmderatlon que la grandeur Ho est petite, c.-a. -d

Ho, H§ =~ 0. De (62) et (69) on trouve

591 _Jlev + Ho

0z . 2Ty
Selon (63) (68) et (70) on obtient la relation

(70) ——(Ho, t) = {3(31 + Bs)].

2&91(2‘,‘ t}

(71) HQ Jle’U JfN1’U+H0 3-—]6891

“ls(Br+ Byl = 2rhir  27Air} 3a12-k O )

MNE-k)

On vprend ’opérateur de Laplace & (71) et aprés quelques calculs on obtient

‘(725‘ (Bl+Bz)_1JfN1v(r 1) Ho3—-k

QlL(Z 8) Bl(s)e \/‘: +Bg(s)e\/;z

Selon (58) on peut écrire approximativement

(73) | 61 = Bi(s) + 32(3)
De (72) et (73) on trouve Pégalité ‘ .
3Jleva1(2 k) ( ;%)
2ms[ALHo(3 ~ 2k)s — 6aay]

L’expression en (74) se développe aux fractions élémentaires ainsi

3311;

De (57) on a

(74) - b=

o R T 1| 1 ‘1
1) N H(B_2%)s —6aa]  baar |,_ e s
A oL Ho (3 — 2k)

+3a12 R NCE)
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On applique P opera.teur inverse de Laplace et selon (75) on trouve deﬁmtlve—
ment ‘

, ‘ le'U(Q k) (“ - -—%) e 6cait ’
(76) - 6@t = : 7’2 i1 eHoM(3-2k) _1

dro

On prend un exemple numérique par les données suivantes:

F=01, v= 2‘500?, §=11x10"%m, Ho=10"3cm, R =102
k=01, N=500kg =015, A = 108x167%, E=21x10° kgz,
‘ s o , ~ cm
& = lo_sm—z—cil_—, A : 1.48 x 10_3 C‘III, ry = 2.55 x 10*-3

: - cm® s grad® ° ,

~ Pour cet exemple on obtient de (76) ‘
W . B1(t) = 3.35 x 107(e” A8t _ )y,

Selon (77) pour le temps 106s<t<10"%sla temperature varie respectwe-
ment

-

83° < 6, < 830°.

Ayant en vue que la température d’une brilure est environ 400°, il ‘st clair
que la formule (77) est vahde pour ¢ < 10~% s par ces données numeériques.
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